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1 導入
X を C上のスキーム，mを非負整数とする． C上の射 Spec C[t]=(tm+1) ! X を X
の m 次のジェットと呼び，C 上の射 Spec C[[t]] ! X を X のアークと呼ぶ．m 次の
ジェット空間は m次のジェット全体の集合でスキームの構造を持つ．アーク全体は弧空
間と呼ぶ．これらの理論は「代数多様体の弧空間のナッシュ成分と代数多様体の本質的因
子が一対一に対応するか」というナッシュ問題と共に発展してきた．現在，ナッシュ問題
は全ての次元で解決されている.特に 2次元の場合，Bobadilla{Pereiraによって 2013年
に肯定的に示された．しかし，証明において具体的な対応は与えられていない．
特異点解消の代わりにジェット空間を調べることで特異点の性質が深く知られることが
期待される．例えば分解の様子を追うことで，新しい情報が得られる可能性がある．2次
元の特異点に関するジェットスキームの既約分解の計算については Arnoldの分類で超曲
面特異点で最も易しいモダリティ 0のものは An 型特異点では Nash([2])，Dn; En 型特異
点では Plenat{Mourtada([3],[4]) による計算結果がある．次に易しいモダリティ 1 の場
合を考える．単純楕円型特異点の場合，既約成分の個数は 1個で問題は自明である．また
カスプ型の場合既約成分の個数は上に非有界である．本論文では既約成分の個数が 1; 2; 3
個のいずれかである 2次元例外型ユニモジュラー特異点についてジェットスキームの既約
分解を実際に調べた．
2次元の正規特異点を持つ代数多様体 X の分解次数を以下のように定める．
(Xm の既約成分の個数)=(代数多様体 X の弧空間のナッシュ成分の個数) となる最小
1
のm.
最小値が存在しない場合は分解次数1と定める．
なお特異点を定める定義多項式はパラメーターを含む項を持つ．計算を行ったジェット
スキームについて，定義多項式内のパラメーターを変動させたとき，分解次数に影響があ
るかどうかについても調べたい．（計算ではパラメーターを 0として計算した．）
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2 準備
まず用語について述べる．
定義 2.1. X をC上のスキーム，mを非負整数とする． C上の射 Spec C[t]=(tm+1)! X
を X のm次のジェットと呼ぶ．X のm次のジェット全体 Xm にはスキームの構造が入
り，X のm次ジェット空間という．C上の射 Spec C[[t]]! X をX のアークと呼び，X
のアーク全体 X1 を X の弧空間という．
定義 2.2. 整域 Aが自身の商体の中で整閉のとき，正規環であるという．
代数多様体 X の構造層を O とする．任意の x 2 X に対し，茎 Ox が正規環であると
き代数多様体 X は正規であるという．
定義 2.3. X を代数多様体とし，SingX をX の特異点の集合とする．固有射 f : Y ! X
について，Y が非特異であり，f jY nf 1(SingX) : Y n f 1(SingX)! X n SingX が同型
になっている時，この f または Y を X の特異点解消と呼ぶ．
定義 2.4. 正規特異点を持つ代数多様体 X の特異点解消 f : Y ! X が最小特異点解
消であるとは，任意の特異点解消 g : Z ! X に対して h : Z ! Y が一意的に存在して
g = f  hと分解することである．
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図 1 最小特異点解消
定義より最小特異点が存在すれば，それは X 上の同型を除いて一意的である．特に 2
次元代数多様体について以下が知られている．
定理 2.5. 　 2次元正規代数多様体 X に対し，その最小特異点解消は必ず存在する．
3 ナッシュ問題と特異点
本論文の問題について述べるために必要な準備をする．
定義 3.1. X を代数多様体とし，g : X1 ! X を正規多様体 X1 からの固有双有理射，
E  X1 を既約因子とする．f : X2 ! X を正規多様体 X2 からの固有双有理射とする．
双有理写像（写像になっているとは限らない）f 1  g : X1 99K X2 は E の空でない開
集合上 E0 上で写像として定義されている．(f 1  g)(E0)の閉包を E の X2 における中
心と言う．
定義 3.2. 代数多様体の固有射 f : Y ! X が有限であるとは，任意の x 2 X に対して，
逆像 f 1(x)が有限集合となる事とする．また，固有射 f : Y ! X が広義有限であると
は，空でない開集合 U が存在して f jf 1(U) : f 1(U)! U が有限となる事とする．
定義 3.3. U を f jf 1(U) が有限となる最大の開集合とし，閉集合 Y n f 1(U)の成分 E
で dimE > dim f(E) となるものの和集合を例外集合と呼ぶ．例外集合に含まれる因子
を例外因子と呼ぶ．任意の特異点解消 f : Y ! X に対し，例外因子 E の Y における中
心が f 1(SingX)の既約成分になっている場合 E を X の本質的因子と呼ぶ．
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定義 3.4. 射
 : X1 ! X
について， 1(SingX)の既約成分を X のナッシュ成分と呼ぶ．
ナッシュは以下の問題を提起した．
問題. 代数多様体 X の弧空間のナッシュ成分と X の本質的因子は一対一に対応するか．
X が 2次元の場合，以下が知られている．
定理 3.5 (Bobadilla{Pereira, 2013). X が 2次元の場合，ナッシュ問題は肯定的である．
なお，3次元以上では反例が存在し，否定的に解決されていた．
以降本論文では原点のみに特異点を持つ 2次元正規多様体 (X; o)に限り議論する．こ
のとき，本質的因子は定理 2.5より最小特異点解消に現れる例外因子と一致する．
定義 3.6. 2次元の原点のみに正規特異点を持つ代数多様体 (X; o)の分解次数を以下のよ
うに定める．
(Xm の既約成分の個数)=(代数多様体 X の弧空間のナッシュ成分の個数) となる最小
のm.
最小値が存在しない場合は分解次数は1とする．
既約分解に関する既知の結果として，An; Dn; E6; E7; E8 については知られている．こ
れらは Arnold の分類によるとモダリティが 0 の C3 内の超曲面特異点である．モダリ
ティ 1の特異点については以下の表のようになる．
表 1 超曲面特異点でモダリティ１のもの
特異点　 　ナッシュ成分の数
単純楕円型 1
カスプ型　 非有界
例外型　 1; 2; 3
2次元例外型ユニモジュラー特異点は次の 14種である．ただし a 2 Cはパラメータで
ある．
 Q10 : x2z + y3 + z4 + ayz3
 Q11 : x2z + y3 + yz3 + az5
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 Q12 : x2z + y3 + z5 + ayz4
 S11 : x2z + yz2 + y4 + ay3z
 S12 : x2z + yz2 + xy3 + ay5
 U12 : x3 + y3 + z4 + axyz2
 Z11 : x3y + y5 + z2 + axy4
 Z12 : x3y + xy4 + z2 + ay6
 Z13 : x3y + y6 + z2 + axy5
 W12 : x4 + y5 + z2 + ax2y3
 W13 : x4 + xy4 + z2 + ay6
 E12 : x3 + y7 + z2 + axy5
 E13 : x3 + xy5 + z2 + ay8
 E14 : x3 + y8 + z2 + axy6
この最小特異点解消の本質的因子の個数は以下の通り．
個数　 分類　
1個　 Q10; Z11; E12
2個　 Q11; S11; Z12;W12; E13
3個　 Q12; S12; U12; Z13;W13; E14
本論文では 2次元例外型ユニモジュラー特異点について，その分解次数を求める．
4 主結果
定理 4.1. 2次元例外型ユニモジュラー特異点に対し，その分解次数は以下の通り．
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特異点　 分解次数　 ナッシュ成分の個数
　　Q10 既約 1
Q11 　 4 2
Q12 　 　 4次以上 3
　　S11 　 3 2
S12 　 4次以上 3
U12 　 3 3
Z11 　既約 1
Z12 　 5以下 2
Z13 　 4次以上 3
W12 　 4 2
W13 　 5 3
E12 　既約 1
E13 　 7 2
E14 　 6次以上 3
証明. f(x; y; z) 2 C[x; y; z] とし，X = (x; y; z) 2 C3jf(x; y; z) = 0	 は原点のみに孤
立特異点を持つとする．m次のジェットは環準同型
C[x; y; z]! C[[t]]=(tm+1)
と対応する．x; y; z の像をそれぞれ
x =
1X
i=0
tixi; y =
1X
i=0
tiyi; z =
1X
i=0
tizi
とおく．原点に台を持つので x0 = y0 = z0 = 0 である．Xm は C3m =
(x1; : : : ; xm; y1; : : : ; ym; z1; : : : ; zm)
	 の部分スキームとなる．定義イデアルは
f(
P1
i=0 t
ixi;
P1
i=0 t
iyi;
P1
i=0 t
izi) = 0の ti (1  i  m)の係数が 0という式で生成さ
れる．SINGULARを用いて定義イデアルの準素イデアル分解を求めることで分解次数を
計算する．SINGULARのソースコードは www.singular.uni-kl.de/ に公開されている．
ここではいくつかの場合に対する計算を乗せるにとどめ，複雑なものの計算データは付
録に載せる．
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Q11 について，f(x; y; z) = x2z + y3 + yz3 とし，x =
P1
i=1 t
ixi; y =
P1
i=1 t
iyi; z =P1
i=1 t
izi とおく．ここで 0; 1; 2次のジェット空間の定義多項式は 0である．
3次のジェット空間の定義多項式は x21z1 + y31 で既約．
4次のジェット空間の定義多項式は x21z2 + 2x1x2z1 + 3y21y2 + y1z31 であり，イデアル
(x21z1 + y
3
1 ; x
2
1z2 + 2x1x2z1 + 3y
2
1y2 + y1z
3
1)の準素イデアル分解を表すと，
(x21z1 + y
3
1 ; x
2
1z2 + 2x1x2z1 + 3y
2
1y2 + y1z
3
1)
= (z81 + 6y1y2z
5
1   2y21z41z2 + 9y21y22z21 + 4x22y1z31   6y31y2z1z2 + y41z22 ;
  x1z41 + 2x2y21z1   3x1y1y2z1 + x1y21z2; y1z41 + 3y21y2z1 + 2x1x2z21   y31z2;
z61 + 3y1y2z
3
1   y21z21z2 + 4x22y1z1   6x1x2y2z1 + 2x1x2y1z2;
y1z
3
1 + 3y
2
1y2 + 2x1x2z1 + x
2
1z2; y
3
1 + x
2
1z1) \ (y21 ; x1y1; y1z21 + 2x1x2; x21)
となる．
よって
X4 = V (z
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1 + 6y1y2z
5
1   2y21z41z2 + 9y21y22z21 + 4x22y1z31   6y31y2z1z2 + y41z22 ;
  x1z41 + 2x2y21z1   3x1y1y2z1 + x1y21z2; y1z41 + 3y21y2z1 + 2x1x2z21   y31z2;
z61 + 3y1y2z
3
1   y21z21z2 + 4x22y1z1   6x1x2y2z1 + 2x1x2y1z2;
y1z
3
1 + 3y
2
1y2 + 2x1x2z1 + x
2
1z2; y
3
1 + x
2
1z1) [ V (y21 ; x1y1; y1z21 + 2x1x2; x21)
となり分解された．
Q11 のナッシュ成分は 2つなので分解次数は 4である．
W13 について，f(x; y; z) = x4 + xy4 + z2 とし，x =
P1
i=1 t
ixi; y =
P1
i=1 t
iyi; z =P1
i=1 t
izi とおく．ここで 0; 1次のジェット空間の定義多項式は 0である．
2次のジェット空間の定義多項式は z1 で既約．
3次のジェット空間の定義多項式は 0である．
4次のジェット空間の定義多項式は x41 + z22 であり，i =
p 1とおくと
X4 = V (z1; x
2
1 + z2i) [ V (z1; x21   z2i)
と 2つの成分に分解された．
5次のジェット空間の定義多項式は 4x31x2 + x1y41 + 2z2z3 であり，
X5 = V (z1; z2; x1) [ V (z1; 16x22z22 + 8x2y41z2i  y81 + 4z2z23i; 2x1z3 + 4x2z2i2   y41i;
4x1x2z2 + x1y
4
1i+ 2z2z3i; x
2
1 + z2i) [ V (z1; 16x22z22   8x2y41z2i  y81   4z2z23i;
2x1z3 + 4x2z2i
2 + y41i; 4x1x2z2   x1y41i  2z2z3i; x21   z2i)
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と分解された．
W13 のナッシュ成分は 3つなので分解次数は 5である．
同様に S11;W12 について，
(x21z1 + y1z
2
1) = (z1) \ (x21 + y1z1); (x41 + z22) = (x21 + iz2) \ (x21   iz2)よりそれぞれ
分解次数が定まる．
分解次数が確定したもののうち可約なものの分解の様子は次のグラフで表される．ここ
でグラフの最下部は 1 次のジェット空間を表す．上に進むにつれて 1 ずつ次数が上がっ
ていき，分解したところでグラフが分岐する．
図 2 Q11;W12 の分解
図 3 S11 の分解
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図 4 U12 の分解
図 5 W13 の分解
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図 6 E13 の分解
定理 4.2. 　 Q11; S11; U12; Z12;W12;W13; E13 についてパラメーターを任意の複素数と
しても分解次数は変化しない．
証明. Q11; S11; U12; Z12;W12;W13; E13 について分解次数とその定義多項式の持つパラ
メーターを含む項は以下のようになる．
特異点　 分解次数　 パラメーター項　
Q11 　 4 az5
S11 　 3 ay3z
U12 　 3 axyz2
Z12 5以下 ay6
W12 4 ax
2y3
W13 5 ay
6
E13 7 ay
8
ここでパラメーター項の次数が分解次数より真に大きいので分解次数はパラメーターによ
らず定まる。よって定理が示された．
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5 今後の展望
定理 4.1 では SINGULAR を用いて計算を行ったが少し次数が大きくなるだけでコン
ピューターが計算に耐えられなくなってまった．もう少し計算を軽くする方法はないだろ
うか．
定理 4.2 では確定した分解次数について，(分解次数) +1 =（パラメーター項の次数）
となっている．すべての特異点についてはこれが成り立たないとしても，パラメーターと
分解次数には何か関係があるのではないか．
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付録 A 定理 4.1の計算
例：U12 の既約分解 
ring=r=0,(x_1,y_1,w),dp;
ideal a=(x_1^3+y_1^3,w^2+w+1);
primdecGTZ(a);
=
[1]:
[1]:
_[1]=w^2+w+1
=[2]=x_1+y_1
[2]:
_[1]=w^2+w+1
=[2]=x_1+y_1
[2]:
[1]:
_[1]=w^2+w+1
=[2]=-y_1*w+x_1-y_1
[2]:
_[1]=w^2+w+1
=[2]=-y_1*w+x_1-y_1
[3]:
[1]:
_[1]=w^2+w+1
=[2]=y_1*w+x_1
[2]:
_[1]=w^2+w+1
=[2]=y_1*w+x_1
 
上記では 1 の原始 3 乗根 ! を整数環に付け加えることで分解した例である．この結
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果は
(x31 + y
3
1) = (x1 + y1) \ ( y1! + x1   y1) \ (y1! + x1)
と準素イデアル分解されたことを意味する．
Q12 について
[1]:
[1]:
_[1]=w^2+w+1
_[2]=i^2+1
_[3]=9*y_1*y_2^2*z_1^2+4*x_2^2*z_1^3-6*y_1^2*y_2*z_1*z_2+y_1^3*z_2^2
_[4]=2*x_2*y_1*z_1-3*x_1*y_2*z_1+x_1*y_1*z_2
_[5]=9*y_1*y_2^2*z_1+4*x_2^2*z_1^2-3*y_1^2*y_2*z_2+2*x_1*x_2*z_1*z_2
_[6]=3*y_1^2*y_2*z_1+2*x_1*x_2*z_1^2-y_1^3*z_2
_[7]=3*y_1^2*y_2+2*x_1*x_2*z_1+x_1^2*z_2
_[8]=y_1^3+x_1^2*z_1
[2]:
_[1]=w^2+w+1
_[2]=i^2+1
_[3]=9*y_1*y_2^2*z_1^2+4*x_2^2*z_1^3-6*y_1^2*y_2*z_1*z_2+y_1^3*z_2^2
_[4]=2*x_2*y_1*z_1-3*x_1*y_2*z_1+x_1*y_1*z_2
_[5]=9*y_1*y_2^2*z_1+4*x_2^2*z_1^2-3*y_1^2*y_2*z_2+2*x_1*x_2*z_1*z_2
_[6]=3*y_1^2*y_2*z_1+2*x_1*x_2*z_1^2-y_1^3*z_2
_[7]=3*y_1^2*y_2+2*x_1*x_2*z_1+x_1^2*z_2
_[8]=y_1^3+x_1^2*z_1
[2]:
[1]:
_[1]=w^2+w+1
_[2]=i^2+1
_[3]=y_1^3
_[4]=x_1*y_1
_[5]=3*y_1^2*y_2+2*x_1*x_2*z_1
_[6]=x_1^2
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[2]:
_[1]=w^2+w+1
_[2]=i^2+1
_[3]=y_1
_[4]=x_1
Z12 について
[1]:
[1]:
_[1]=27*x_2^3*y_1^4*z_2^2+18*x_2*y_1^7*z_2*z_3
-9*x_2*y_1^6*y_2*z_2^2
-y_1^14+8*y_1^3*z_2*z_3^3-12*y_1^2*y_2*z_2^2*z_3^2
+6*y_1*y_2^2*z_2^3*z_3
-y_2^3*z_2^4
_[2]=x_1*y_1^14+8*x_1*y_1^3*z_2*z_3^3-12*x_1*y_1^2*y_2*z_2^2*z_3^2
+6*x_1*y_1*y_2^2*z_2^3*z_3-x_1*y_2^3*z_2^4+9*x_2^2*y_1^7*z_2^2
-12*x_2*y_1^3*z_2^2*z_3^2
+12*x_2*y_1^2*y_2*z_2^3*z_3-3*x_2*y_1*y_2^2*z_2^4
+4*y_1^10*z_2*z_3
-2*y_1^9*y_2*z_2^2
_[3]=3*x_1*x_2*y_2^6*z_2^7+32*x_1*y_1^13*z_3^5
+16*x_1*y_1^12*y_2*z_2*z_3^4+8*x_1*y_1^11*y_2^2*z_2^2*z_3^3
+4*x_1*y_1^10*y_2^3*z_2^3*z_3^2+2*x_1*y_1^9*y_2^4*z_2^4*z_3
+x_1*y_1^8*y_2^5*z_2^5+256*x_1*y_1^2*z_2*z_3^8
-256*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^7+64*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3^6
+288*x_2^2*y_1^6*z_2^2*z_3^5+144*x_2^2*y_1^5*y_2*z_2^3*z_3^4
+72*x_2^2*y_1^4*y_2^2*z_2^4*z_3^3
+36*x_2^2*y_1^3*y_2^3*z_2^5*z_3^2
+18*x_2^2*y_1^2*y_2^4*z_2^6*z_3+9*x_2^2*y_1*y_2^5*z_2^7
-384*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^7+192*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3^6
+128*y_1^9*z_2*z_3^6-y_1^3*y_2^6*z_2^7
_[4]=6*x_1*x_2*y_1*z_2*z_3-3*x_1*x_2*y_2*z_2^2-x_1*y_1^8
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-9*x_2^2*y_1*z_2^2-2*y_1^4*z_2*z_3+y_1^3*y_2*z_2^2
_[5]=3*x_1*x_2*y_1*y_2^5*z_2^6+16*x_1*y_1^13*z_3^4
+8*x_1*y_1^12*y_2*z_2*z_3^3+4*x_1*y_1^11*y_2^2*z_2^2*z_3^2
+2*x_1*y_1^10*y_2^3*z_2^3*z_3+x_1*y_1^9*y_2^4*z_2^4
+128*x_1*y_1^2*z_2*z_3^7-128*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^6
+32*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3^5+144*x_2^2*y_1^6*z_2^2*z_3^4
+72*x_2^2*y_1^5*y_2*z_2^3*z_3^3
+36*x_2^2*y_1^4*y_2^2*z_2^4*z_3^2
+18*x_2^2*y_1^3*y_2^3*z_2^5*z_3+9*x_2^2*y_1^2*y_2^4*z_2^6
-192*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^6+96*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3^5
+64*y_1^9*z_2*z_3^5-y_1^4*y_2^5*z_2^6
_[6]=3*x_1*x_2*y_1^2*y_2^4*z_2^5+8*x_1*y_1^13*z_3^3
+4*x_1*y_1^12*y_2*z_2*z_3^2+2*x_1*y_1^11*y_2^2*z_2^2*z_3
+x_1*y_1^10*y_2^3*z_2^3+64*x_1*y_1^2*z_2*z_3^6
-64*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^5+16*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3^4
+72*x_2^2*y_1^6*z_2^2*z_3^3+36*x_2^2*y_1^5*y_2*z_2^3*z_3^2
+18*x_2^2*y_1^4*y_2^2*z_2^4*z_3+9*x_2^2*y_1^3*y_2^3*z_2^5
-96*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^5+48*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3^4
+32*y_1^9*z_2*z_3^4-y_1^5*y_2^4*z_2^5
_[7]=3*x_1*x_2*y_1^3*y_2^3*z_2^4+4*x_1*y_1^13*z_3^2
+2*x_1*y_1^12*y_2*z_2*z_3+x_1*y_1^11*y_2^2*z_2^2
+32*x_1*y_1^2*z_2*z_3^5
-32*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^4+8*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3^3
+36*x_2^2*y_1^6*z_2^2*z_3^2+18*x_2^2*y_1^5*y_2*z_2^3*z_3
+9*x_2^2*y_1^4*y_2^2*z_2^4-48*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^4
+24*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3^3+16*y_1^9*z_2*z_3^3-y_1^6*y_2^3*z_2^4
_[8]=3*x_1*x_2*y_1^4*y_2^2*z_2^3+2*x_1*y_1^13*z_3+x_1*y_1^12*y_2*z_2
+16*x_1*y_1^2*z_2*z_3^4-16*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^3
+4*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3^2
+18*x_2^2*y_1^6*z_2^2*z_3+9*x_2^2*y_1^5*y_2*z_2^3
-24*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^3
+12*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3^2+8*y_1^9*z_2*z_3^2
-y_1^7*y_2^2*z_2^3
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_[9]=3*x_1*x_2*y_1^5*y_2*z_2^2+x_1*y_1^13+8*x_1*y_1^2*z_2*z_3^3
-8*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^2+2*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3
+9*x_2^2*y_1^6*z_2^2
-12*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^2+6*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3
+4*y_1^9*z_2*z_3
-y_1^8*y_2*z_2^2
_[10]=3*x_1*x_2*y_1^6+4*x_1*y_1^2*z_3^2-4*x_1*y_1*y_2*z_2*z_3
+x_1*y_2^2*z_2^2-6*x_2*y_1^2*z_2*z_3+3*x_2*y_1*y_2*z_2^2+y_1^9
_[11]=9*x_1*x_2^2*y_2^3*z_2^4+12*x_1*x_2*y_1^10*z_3^2
+6*x_1*x_2*y_1^9*y_2*z_2*z_3+3*x_1*x_2*y_1^8*y_2^2*z_2^2
+16*x_1*y_1^6*z_3^4-8*x_1*y_1^5*y_2*z_2*z_3^3
+108*x_2^3*y_1^3*z_2^2*z_3^2
+54*x_2^3*y_1^2*y_2*z_2^3*z_3+27*x_2^3*y_1*y_2^2*z_2^4
+48*x_2*y_1^6*z_2*z_3^3-3*x_2*y_1^3*y_2^3*z_2^4+32*y_1^2*z_2*z_3^5
-32*y_1*y_2*z_2^2*z_3^4+8*y_2^2*z_2^3*z_3^3
_[12]=9*x_1*x_2^2*y_1*y_2^2*z_2^3+6*x_1*x_2*y_1^10*z_3
+3*x_1*x_2*y_1^9*y_2*z_2+8*x_1*y_1^6*z_3^3
-4*x_1*y_1^5*y_2*z_2*z_3^2
+54*x_2^3*y_1^3*z_2^2*z_3+27*x_2^3*y_1^2*y_2*z_2^3
+24*x_2*y_1^6*z_2*z_3^2-3*x_2*y_1^4*y_2^2*z_2^3
+16*y_1^2*z_2*z_3^4-16*y_1*y_2*z_2^2*z_3^3+4*y_2^2*z_2^3*z_3^2
_[13]=9*x_1*x_2^2*y_1^2*y_2*z_2^2+3*x_1*x_2*y_1^10
+4*x_1*y_1^6*z_3^2-2*x_1*y_1^5*y_2*z_2*z_3+27*x_2^3*y_1^3*z_2^2
+12*x_2*y_1^6*z_2*z_3-3*x_2*y_1^5*y_2*z_2^2+8*y_1^2*z_2*z_3^3
-8*y_1*y_2*z_2^2*z_3^2+2*y_2^2*z_2^3*z_3
_[14]=9*x_1*x_2^2*y_1^3*z_2+2*x_1*y_1^6*z_3-x_1*y_1^5*y_2*z_2
+3*x_2*y_1^6*z_2+4*y_1^2*z_2*z_3^2-4*y_1*y_2*z_2^2*z_3
+y_2^2*z_2^3
_[15]=9*x_1*x_2^2*y_1^5+12*x_1*x_2*y_1*z_3^2-6*x_1*x_2*y_2*z_2*z_3
-x_1*y_1^7*y_2-18*x_2^2*y_1*z_2*z_3
+3*x_2*y_1^8-2*y_1^3*y_2*z_2*z_3
+y_1^2*y_2^2*z_2^2
_[16]=x_1^2*y_2^5*z_2^4+48*x_1*x_2*y_1^5*z_3^4
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+24*x_1*x_2*y_1^4*y_2*z_2*z_3^3
+12*x_1*x_2*y_1^3*y_2^2*z_2^2*z_3^2+6*x_1*x_2*y_1^2*y_2^3*z_2^3*z_3
+3*x_1*x_2*y_1*y_2^4*z_2^4+64*x_1*y_1*z_3^6-32*x_1*y_2*z_2*z_3^5
-96*x_2*y_1*z_2*z_3^5+16*y_1^8*z_3^4+8*y_1^7*y_2*z_2*z_3^3
+4*y_1^6*y_2^2*z_2^2*z_3^2+2*y_1^5*y_2^3*z_2^3*z_3+y_1^4*y_2^4*z_2^4
_[17]=2*x_1^2*y_1*z_3-x_1^2*y_2*z_2-3*x_1*x_2*y_1*z_2-y_1^4*z_2
_[18]=x_1^2*y_1*y_2^4*z_2^3+24*x_1*x_2*y_1^5*z_3^3
+12*x_1*x_2*y_1^4*y_2*z_2*z_3^2+6*x_1*x_2*y_1^3*y_2^2*z_2^2*z_3
+3*x_1*x_2*y_1^2*y_2^3*z_2^3+32*x_1*y_1*z_3^5-16*x_1*y_2*z_2*z_3^4
-48*x_2*y_1*z_2*z_3^4+8*y_1^8*z_3^3+4*y_1^7*y_2*z_2*z_3^2
+2*y_1^6*y_2^2*z_2^2*z_3+y_1^5*y_2^3*z_2^3
_[19]=x_1^2*y_1^2*y_2^3*z_2^2+12*x_1*x_2*y_1^5*z_3^2
+6*x_1*x_2*y_1^4*y_2*z_2*z_3+3*x_1*x_2*y_1^3*y_2^2*z_2^2
+16*x_1*y_1*z_3^4-8*x_1*y_2*z_2*z_3^3-24*x_2*y_1*z_2*z_3^3
+4*y_1^8*z_3^2+2*y_1^7*y_2*z_2*z_3+y_1^6*y_2^2*z_2^2
_[20]=x_1^2*y_1^3*y_2^2*z_2+6*x_1*x_2*y_1^5*z_3
+3*x_1*x_2*y_1^4*y_2*z_2+8*x_1*y_1*z_3^3-4*x_1*y_2*z_2*z_3^2
-12*x_2*y_1*z_2*z_3^2+2*y_1^8*z_3+y_1^7*y_2*z_2
_[21]=x_1^2*y_1^4*y_2+3*x_1*x_2*y_1^5+4*x_1*y_1*z_3^2
-2*x_1*y_2*z_2*z_3-6*x_2*y_1*z_2*z_3+y_1^8
_[22]=x_1^2*y_1^5+2*x_1*y_1*z_2*z_3-x_1*y_2*z_2^2-3*x_2*y_1*z_2^2
_[23]=3*x_1^2*x_2*y_2^2*z_2^2+18*x_1*x_2^2*y_1^2*z_2*z_3
+9*x_1*x_2^2*y_1*y_2*z_2^2+4*x_1*y_1^5*z_3^2+6*x_2*y_1^5*z_2*z_3
+3*x_2*y_1^4*y_2*z_2^2+8*y_1*z_2*z_3^3-4*y_2*z_2^2*z_3^2
_[24]=3*x_1^2*x_2*y_1*y_2*z_2+9*x_1*x_2^2*y_1^2*z_2+2*x_1*y_1^5*z_3
+3*x_2*y_1^5*z_2+4*y_1*z_2*z_3^2-2*y_2*z_2^2*z_3
_[25]=3*x_1^2*x_2*y_1^2+x_1*y_1^5+2*y_1*z_2*z_3-y_2*z_2^2
_[26]=x_1^3*y_2+3*x_1^2*x_2*y_1+x_1*y_1^4+2*z_2*z_3
_[27]=x_1^3*y_1+z_2^2
[2]:
_[1]=27*x_2^3*y_1^4*z_2^2+18*x_2*y_1^7*z_2*z_3
-9*x_2*y_1^6*y_2*z_2^2-y_1^14+8*y_1^3*z_2*z_3^3
-12*y_1^2*y_2*z_2^2*z_3^2
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+6*y_1*y_2^2*z_2^3*z_3-y_2^3*z_2^4
_[2]=x_1*y_1^14+8*x_1*y_1^3*z_2*z_3^3-12*x_1*y_1^2*y_2*z_2^2*z_3^2
+6*x_1*y_1*y_2^2*z_2^3*z_3-x_1*y_2^3*z_2^4+9*x_2^2*y_1^7*z_2^2
-12*x_2*y_1^3*z_2^2*z_3^2
+12*x_2*y_1^2*y_2*z_2^3*z_3-3*x_2*y_1*y_2^2*z_2^4
+4*y_1^10*z_2*z_3
-2*y_1^9*y_2*z_2^2
_[3]=3*x_1*x_2*y_2^6*z_2^7+32*x_1*y_1^13*z_3^5
+16*x_1*y_1^12*y_2*z_2*z_3^4+8*x_1*y_1^11*y_2^2*z_2^2*z_3^3
+4*x_1*y_1^10*y_2^3*z_2^3*z_3^2+2*x_1*y_1^9*y_2^4*z_2^4*z_3
+x_1*y_1^8*y_2^5*z_2^5+256*x_1*y_1^2*z_2*z_3^8
-256*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^7
+64*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3^6+288*x_2^2*y_1^6*z_2^2*z_3^5
+144*x_2^2*y_1^5*y_2*z_2^3*z_3^4+72*x_2^2*y_1^4*y_2^2*z_2^4*z_3^3
+36*x_2^2*y_1^3*y_2^3*z_2^5*z_3^2+18*x_2^2*y_1^2*y_2^4*z_2^6*z_3
+9*x_2^2*y_1*y_2^5*z_2^7-384*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^7
+192*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3^6+128*y_1^9*z_2*z_3^6
-y_1^3*y_2^6*z_2^7
_[4]=6*x_1*x_2*y_1*z_2*z_3-3*x_1*x_2*y_2*z_2^2-
x_1*y_1^8-9*x_2^2*y_1*z_2^2-2*y_1^4*z_2*z_3+y_1^3*y_2*z_2^2
_[5]=3*x_1*x_2*y_1*y_2^5*z_2^6
+16*x_1*y_1^13*z_3^4+8*x_1*y_1^12*y_2*z_2*z_3^3
+4*x_1*y_1^11*y_2^2*z_2^2*z_3^2+2*x_1*y_1^10*y_2^3*z_2^3*z_3
+x_1*y_1^9*y_2^4*z_2^4+128*x_1*y_1^2*z_2*z_3^7
-128*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^6+32*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3^5
+144*x_2^2*y_1^6*z_2^2*z_3^4+72*x_2^2*y_1^5*y_2*z_2^3*z_3^3
+36*x_2^2*y_1^4*y_2^2*z_2^4*z_3^2
+18*x_2^2*y_1^3*y_2^3*z_2^5*z_3
+9*x_2^2*y_1^2*y_2^4*z_2^6-192*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^6
+96*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3^5+64*y_1^9*z_2*z_3^5
-y_1^4*y_2^5*z_2^6
_[6]=3*x_1*x_2*y_1^2*y_2^4*z_2^5+8*x_1*y_1^13*z_3^3
+4*x_1*y_1^12*y_2*z_2*z_3^2+2*x_1*y_1^11*y_2^2*z_2^2*z_3
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+x_1*y_1^10*y_2^3*z_2^3+64*x_1*y_1^2*z_2*z_3^6
-64*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^5
+16*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3^4+72*x_2^2*y_1^6*z_2^2*z_3^3
+36*x_2^2*y_1^5*y_2*z_2^3*z_3^2
+18*x_2^2*y_1^4*y_2^2*z_2^4*z_3
+9*x_2^2*y_1^3*y_2^3*z_2^5-96*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^5
+48*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3^4+32*y_1^9*z_2*z_3^4
-y_1^5*y_2^4*z_2^5
_[7]=3*x_1*x_2*y_1^3*y_2^3*z_2^4+4*x_1*y_1^13*z_3^2
+2*x_1*y_1^12*y_2*z_2*z_3+x_1*y_1^11*y_2^2*z_2^2
+32*x_1*y_1^2*z_2*z_3^5-32*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^4
+8*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3^3+36*x_2^2*y_1^6*z_2^2*z_3^2
+18*x_2^2*y_1^5*y_2*z_2^3*z_3
+9*x_2^2*y_1^4*y_2^2*z_2^4
-48*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^4+24*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3^3
+16*y_1^9*z_2*z_3^3-y_1^6*y_2^3*z_2^4
_[8]=3*x_1*x_2*y_1^4*y_2^2*z_2^3+2*x_1*y_1^13*z_3
+x_1*y_1^12*y_2*z_2+16*x_1*y_1^2*z_2*z_3^4
-16*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^3
+4*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3^2+18*x_2^2*y_1^6*z_2^2*z_3
+9*x_2^2*y_1^5*y_2*z_2^3-24*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^3
+12*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3^2+8*y_1^9*z_2*z_3^2
-y_1^7*y_2^2*z_2^3
_[9]=3*x_1*x_2*y_1^5*y_2*z_2^2+x_1*y_1^13
+8*x_1*y_1^2*z_2*z_3^3-8*x_1*y_1*y_2*z_2^2*z_3^2
+2*x_1*y_2^2*z_2^3*z_3+9*x_2^2*y_1^6*z_2^2
-12*x_2*y_1^2*z_2^2*z_3^2
+6*x_2*y_1*y_2*z_2^3*z_3+4*y_1^9*z_2*z_3-y_1^8*y_2*z_2^2
_[10]=3*x_1*x_2*y_1^6+4*x_1*y_1^2*z_3^2-4*x_1*y_1*y_2*z_2*z_3
+x_1*y_2^2*z_2^2-6*x_2*y_1^2*z_2*z_3+3*x_2*y_1*y_2*z_2^2+y_1^9
_[11]=9*x_1*x_2^2*y_2^3*z_2^4+12*x_1*x_2*y_1^10*z_3^2
+6*x_1*x_2*y_1^9*y_2*z_2*z_3+3*x_1*x_2*y_1^8*y_2^2*z_2^2
+16*x_1*y_1^6*z_3^4-8*x_1*y_1^5*y_2*z_2*z_3^3
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+108*x_2^3*y_1^3*z_2^2*z_3^2
+54*x_2^3*y_1^2*y_2*z_2^3*z_3+27*x_2^3*y_1*y_2^2*z_2^4
+48*x_2*y_1^6*z_2*z_3^3-3*x_2*y_1^3*y_2^3*z_2^4
+32*y_1^2*z_2*z_3^5-32*y_1*y_2*z_2^2*z_3^4+8*y_2^2*z_2^3*z_3^3
_[12]=9*x_1*x_2^2*y_1*y_2^2*z_2^3+6*x_1*x_2*y_1^10*z_3
+3*x_1*x_2*y_1^9*y_2*z_2+8*x_1*y_1^6*z_3^3
-4*x_1*y_1^5*y_2*z_2*z_3^2
+54*x_2^3*y_1^3*z_2^2*z_3+27*x_2^3*y_1^2*y_2*z_2^3
+24*x_2*y_1^6*z_2*z_3^2-3*x_2*y_1^4*y_2^2*z_2^3
+16*y_1^2*z_2*z_3^4
-16*y_1*y_2*z_2^2*z_3^3+4*y_2^2*z_2^3*z_3^2
_[13]=9*x_1*x_2^2*y_1^2*y_2*z_2^2+3*x_1*x_2*y_1^10
+4*x_1*y_1^6*z_3^2-2*x_1*y_1^5*y_2*z_2*z_3
+27*x_2^3*y_1^3*z_2^2
+12*x_2*y_1^6*z_2*z_3-3*x_2*y_1^5*y_2*z_2^2
+8*y_1^2*z_2*z_3^3
-8*y_1*y_2*z_2^2*z_3^2+2*y_2^2*z_2^3*z_3
_[14]=9*x_1*x_2^2*y_1^3*z_2+2*x_1*y_1^6*z_3-x_1*y_1^5*y_2*z_2
+3*x_2*y_1^6*z_2+4*y_1^2*z_2*z_3^2
-4*y_1*y_2*z_2^2*z_3+y_2^2*z_2^3
_[15]=9*x_1*x_2^2*y_1^5+12*x_1*x_2*y_1*z_3^2
-6*x_1*x_2*y_2*z_2*z_3
-x_1*y_1^7*y_2-18*x_2^2*y_1*z_2*z_3+3*x_2*y_1^8
-2*y_1^3*y_2*z_2*z_3+y_1^2*y_2^2*z_2^2
_[16]=x_1^2*y_2^5*z_2^4+48*x_1*x_2*y_1^5*z_3^4
+24*x_1*x_2*y_1^4*y_2*z_2*z_3^3
+12*x_1*x_2*y_1^3*y_2^2*z_2^2*z_3^2
+6*x_1*x_2*y_1^2*y_2^3*z_2^3*z_3
+3*x_1*x_2*y_1*y_2^4*z_2^4
+64*x_1*y_1*z_3^6-32*x_1*y_2*z_2*z_3^5
-96*x_2*y_1*z_2*z_3^5
+16*y_1^8*z_3^4+8*y_1^7*y_2*z_2*z_3^3
+4*y_1^6*y_2^2*z_2^2*z_3^2
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+2*y_1^5*y_2^3*z_2^3*z_3+y_1^4*y_2^4*z_2^4
_[17]=2*x_1^2*y_1*z_3-x_1^2*y_2*z_2-3*x_1*x_2*y_1*z_2-y_1^4*z_2
_[18]=x_1^2*y_1*y_2^4*z_2^3+24*x_1*x_2*y_1^5*z_3^3
+12*x_1*x_2*y_1^4*y_2*z_2*z_3^2
+6*x_1*x_2*y_1^3*y_2^2*z_2^2*z_3
+3*x_1*x_2*y_1^2*y_2^3*z_2^3+32*x_1*y_1*z_3^5
-16*x_1*y_2*z_2*z_3^4-48*x_2*y_1*z_2*z_3^4+8*y_1^8*z_3^3
+4*y_1^7*y_2*z_2*z_3^2+2*y_1^6*y_2^2*z_2^2*z_3
+y_1^5*y_2^3*z_2^3
_[19]=x_1^2*y_1^2*y_2^3*z_2^2+12*x_1*x_2*y_1^5*z_3^2
+6*x_1*x_2*y_1^4*y_2*z_2*z_3
+3*x_1*x_2*y_1^3*y_2^2*z_2^2
+16*x_1*y_1*z_3^4-8*x_1*y_2*z_2*z_3^3
-24*x_2*y_1*z_2*z_3^3
+4*y_1^8*z_3^2+2*y_1^7*y_2*z_2*z_3+y_1^6*y_2^2*z_2^2
_[20]=x_1^2*y_1^3*y_2^2*z_2+6*x_1*x_2*y_1^5*z_3
+3*x_1*x_2*y_1^4*y_2*z_2+8*x_1*y_1*z_3^3
-4*x_1*y_2*z_2*z_3^2
-12*x_2*y_1*z_2*z_3^2+2*y_1^8*z_3+y_1^7*y_2*z_2
_[21]=x_1^2*y_1^4*y_2+3*x_1*x_2*y_1^5+4*x_1*y_1*z_3^2
-2*x_1*y_2*z_2*z_3-6*x_2*y_1*z_2*z_3+y_1^8
_[22]=x_1^2*y_1^5+2*x_1*y_1*z_2*z_3-x_1*y_2*z_2^2
-3*x_2*y_1*z_2^2
_[23]=3*x_1^2*x_2*y_2^2*z_2^2+18*x_1*x_2^2*y_1^2*z_2*z_3
+9*x_1*x_2^2*y_1*y_2*z_2^2+4*x_1*y_1^5*z_3^2
+6*x_2*y_1^5*z_2*z_3
+3*x_2*y_1^4*y_2*z_2^2+8*y_1*z_2*z_3^3
-4*y_2*z_2^2*z_3^2
_[24]=3*x_1^2*x_2*y_1*y_2*z_2+9*x_1*x_2^2*y_1^2*z_2
+2*x_1*y_1^5*z_3+3*x_2*y_1^5*z_2+4*y_1*z_2*z_3^2
-2*y_2*z_2^2*z_3
_[25]=3*x_1^2*x_2*y_1^2+x_1*y_1^5+2*y_1*z_2*z_3-y_2*z_2^2
_[26]=x_1^3*y_2+3*x_1^2*x_2*y_1+x_1*y_1^4+2*z_2*z_3
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_[27]=x_1^3*y_1+z_2^2
[2]:
[1]:
_[1]=z_2^2
_[2]=x_1*z_2
_[3]=x_1*y_1^4+2*z_2*z_3
_[4]=x_1^2
[2]:
_[1]=z_2
_[2]=x_1
E13 について
[1]:
[1]:
_[1]=w^2+w+1
_[2]=i^2+1
_[3]=-y_1^15+18*x_3*y_1^5*z_3*z_4+27*x_3^3*z_3^2+8*z_3*z_4^3
_[4]=x_2*y_1^15+4*y_1^10*z_3*z_4+9*x_3^2*y_1^5*z_3^2
-12*x_3*z_3^2*z_4^2+8*x_2*z_3*z_4^3
_[5]=-x_2*y_1^10-2*y_1^5*z_3*z_4-9*x_3^2*z_3^2+6*x_2*x_3*z_3*z_4
_[6]=y_1^10+3*x_2*x_3*y_1^5-6*x_3*z_3*z_4+4*x_2*z_4^2
_[7]=3*x_3*y_1^5*z_3+2*x_2*y_1^5*z_4+9*x_2*x_3^2*z_3+4*z_3*z_4^2
_[8]=-y_1^5*z_3-3*x_2*x_3*z_3+2*x_2^2*z_4
_[9]=x_2^2*y_1^5-3*x_3*z_3^2+2*x_2*z_3*z_4
_[10]=x_2*y_1^5+3*x_2^2*x_3+2*z_3*z_4
_[11]=x_2^3+z_3^2
[2]:
_[1]=w^2+w+1
_[2]=i^2+1
_[3]=-y_1^15+18*x_3*y_1^5*z_3*z_4+27*x_3^3*z_3^2
+8*z_3*z_4^3
_[4]=x_2*y_1^15+4*y_1^10*z_3*z_4+9*x_3^2*y_1^5*z_3^2
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-12*x_3*z_3^2*z_4^2+8*x_2*z_3*z_4^3
_[5]=-x_2*y_1^10-2*y_1^5*z_3*z_4-9*x_3^2*z_3^2
+6*x_2*x_3*z_3*z_4
_[6]=y_1^10+3*x_2*x_3*y_1^5-6*x_3*z_3*z_4+4*x_2*z_4^2
_[7]=3*x_3*y_1^5*z_3+2*x_2*y_1^5*z_4
+9*x_2*x_3^2*z_3+4*z_3*z_4^2
_[8]=-y_1^5*z_3-3*x_2*x_3*z_3+2*x_2^2*z_4
_[9]=x_2^2*y_1^5-3*x_3*z_3^2+2*x_2*z_3*z_4
_[10]=x_2*y_1^5+3*x_2^2*x_3+2*z_3*z_4
_[11]=x_2^3+z_3^2
[2]:
[1]:
_[1]=w^2+w+1
_[2]=i^2+1
_[3]=z_3^2
_[4]=x_2*z_3
_[5]=x_2*y_1^5+2*z_3*z_4
_[6]=x_2^2
[2]:
_[1]=w^2+w+1
_[2]=i^2+1
_[3]=z_3
_[4]=x_2
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